Kuliah Metoda Numerik JTSL FT‘LJ.GM

VI PENYEL ESAIAN NI IERT
PERSAMAAN DIFERENSIAL. BIAGA

Dalam 6::&9 teknik aerr.%? dijumpei persameon suatu ferno-
menz alam &9 dinysteksn dalsm pers. dif. biasa ( PDB).
Contah -

Foblem nilsi awal # =f(x,y) dimsns YCxo) = =Y
Problem nilsi batas - Yy =9(%,Y,4°) dimans a(x<b

ueE) u(® 7,
Al ] B[u‘c‘)]"' Bﬂ
dimana AR B adalah matrix 2x2

dan 2, 17, konstanrts X9 telsh diket.

B‘yloz- serzes .
TaJZor mengatakan 691‘7»& suatu furgsi %ﬁ Sﬁf fertentu

dapst di n‘yatakan sebagm.
n
A ’ ’,z » A @
SO = fem)+ T f00) « 5 fma)+ - 4 mid C%)*

atau 2 A"’
®)
C") yo A Ey e +’-’—,— yo o v ‘h.:x_xo

Deret in; al'an dt_?unakan dalam bab i
Contoh : y'-1y=o0, y@)=1
Secara analitis g..i =1y 5 . « ldx

Oradi ZnJ:%ac-f-c 3 c¥= e"/2+c
Fike YE)=1- 1=e +c_)c-=0
}L/«a Secara analibs : J €
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Kuliah Metoda Numerik JTSL FT UGM

Dengan deret Toylor dpt diselesathkarn sbb:
Rrs. ast: - cy,' 3"3’( | J@I=1 X,= 0
¥

=38 ¥@=3
J=3) Y@=
Jty" Y-

: 3 1 <
otadl ()= fé 2xdk LR ot L e
J N x/z
y= 1+§x+éxj+d' <3
Y= 4
y 1+zx+6x

- 4
cy— 1+2-x

?» X

Care numerik untuk 'mena(elesaikan problem milsi swsl ada-
lah metoda diferens: hingga. FPods metods dliferensy hingos
Peryelesaian pendekstan dz‘dafat pada Ltk - Ltk ]zuﬁurg

Xo < X, <x2< (X, € e

dan nils: Pendeéaéan ada setigp x diperoleh dergan meg
3unafcan nilsi - nilst \; didpt Sezelu?nrya.
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Ditegjo P0B: Y= fexy), Yoxar= 1o
R!ryetesaian sesun&?uhréa ditulis YE::), sehiwa pers. diatss
A4 i Y'Cx) _}(Cx,}’(x)), Kxo)df

EnJeZesaéam pendekatannya ditulis yex), don nilai Y(Zo),
Y CX2ds-ee s YCn), -+ atau ditulis sebsgai X Lo 0 Jpyssvss
Sebush pios h)o dt?unakan utk mendefinisikon Hk-tk.
Flifurg' .

atéia xo-fJA d‘,-o,.t,...

&ika aksen diadsksn Per-bandi an Pezyelcsaian Pendc/ta:bn
utk Leberapa nilsi b, meks NACS dzg,unakan wtk menayafa-
kan JCx) cdgn piss h.

VI 1. Metoda Fuler
De:yan deret Taylor ;iifug Yoous s dgn menﬁunakan 1¢x,)

, 4 ”
Yx,,,) =Y+ A cx,) + =r<e,)
dimana X, < & (Xp,,
Kumus Eulez- meg'adi : Cynu,: Jn-!- faf(x,,,yn) n=0212,..
dergan 8{0-'=K
Kesalshon diskritisas: adalah )
v
Yéxnu)"cynu = 2 Y(;,,)
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Contoh - PDB d=Y, ¥o)=1 — I/(-x.)aex
Romus Euler wth ]L;O.z
(ym&z " Jn * o'ztyn = J'zov.n

yz = 1.2‘y° = 1.2x1 =12
‘yz: 1,231 = 1.2x1.2 = 1.4y

O&ka ditabelkan -
x L& T TCo-Y, 2D
h<oz2 oy 144000  1.49182 05182
0.8 2.07360 2.2255y - 15194
1.2 2.98598 3.32012 . 33413
1.6 4.29982  4.95303 - 65321
2.0 619174  7.38906 1.19732,
h-<01 oy 1.46410 .02772
0.8 2.14359 T -08195
1z 3.13843 s.d.a . 18169
1.6 459497 \L 35806
20 ©6.72750 . 66156

Rrhetikan bohws kesslashan menurun %dari nilan Perfa-

ma karens h dikecilksan 'z! kaly

VL. 2. Metoda ‘Muld; - step’
Secare umum rumus lm@fca}z meyemr.;fr_ dapat ditulis sg :
P

P
(ynﬂ:dgo 317?5( * fl=£—1 éff(xnaj’cyny') nyp
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Kuliah Metoda Numerik
isten &,,....3,, b_1 NI 6P adslah suatu konstants,

dan pyo. -
tks a,#0 can b, #0, metods in: clisebut metods kah

- .
(p+1), korena (p+1) nilai pendekston sebelumnya diquriaksn
utk melghifuné Ines- J{l;i /AR ,&lp harus dzc%?éurg %n

cara lawmn.

Metods Euler adalsh metods largkafi ﬁzwal karens /‘b--o,

dan 8,=1, b =o, b«1.

O[ika 3_1-0 , maka In+1 ﬁa"?a £erdapat P ruas kir: , Se-

hingga rumusnvya disebut rurmus e/ch»lisié,

tka' b 40, ma 6erdq=a£‘ i ruas kensn maupun kire,
ogehtfygza disebut rgg;zis implisit. '

-Kbeft‘sien aJ % é’ daPat dihi dar:
p P s
g=1  -)dy+) b=1
F=° e, i
P P 2 |
Yy +i) (PTher venm
d‘o Jt-l &

Rumus terskhir wvery‘amin bahwa Y(x) dpt diderivasikan
(m+1) kalz .
051& G,=0,8,=1, b-z'—'oa 6o= 2, maka dt‘da/)at rumus untuk
metods titik &’yafx

L - yn-z - ZAJ(C’Cmb(n) ny!

merupsksn metods lagéaﬁ goree 49 exfalz‘si{: :
5
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y = = 1 1 X
a a,=1,5, 60 7 maka dzd:Pat': rumus trapestum

Jorg tmplisit dan merupoksn metods &argkah é“’ggal ;
Yo = Y * BB [£Co000)+ f s Yond] 78

® Metodas trapesium.
Metods un dpt puls dgaéaréan dari :

Y8 = f(t, YY)
dz‘z‘nfegrasi kan dari [Dcn . :c,,,,z]

Lnez Lpez

[ Yéyat - / fct, Yew)dt
X

<

Yo Yekny= 2h [ fem0,Ye0) # fom Yo
3 " :
E ;ﬁ— Y ($n) xn ‘S;nsx””
Sehirgga Pendckaﬁanrya me:ajadt' |
&/mz = tyn + éh [f@'—'m)fn) *)(anu 2dne )]
Karena rumu.sncya implzisié , maka rynu dapat clihi funé ?’7

iterasi , jadi secara wmum :
a&a

i @) |
c}{nu = Jn_ r é‘h [f(xm}n) *‘fcan > yn*.l ):’ d= .1

Largkab- /argkafz ﬁiéurg&n 3
@. Xn,Y, teloh diket. /dikifuncg pada lalgf:ah seéelumrya

F ;'{,::: diprakizaken dgn Tumus eksplisit , misalkan

Snon = Y+ BfCns ¥
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2 grfz dirnasukkan kedslerm russ kanen sfg g{n(:: dpt =6 bu’ug
) /a;gka}; 2 diul&rg s/d ketelitian 9 dikehendak:

Halaupun secars umum dpt diselessikan dgn iergst \Zaﬁzi
mungkin dapat cliselessi ksan dgn care lsin atow bahkan tan-

pa iterast ie;yantung dart f(x,y) X
Contoh y’:g y(o)=1
Karena f@c,y) > maka t.'ynu =Y+ E’fz (é’n*é(m,)

1+byy
(yn+1= I—h/z #n

Z!ﬂétlk 5:0.2 o 4 Jniz = 551 yn = 1.2222\,”

Y, = 12222y = 1.2222x1
1 o
Y= 1.2222 y = 1.2222%1.2222 = 1.49383

Oﬁl:a ditabelkon: X ACS YC=) j@)-y,,@-)

04  1.49383  1.49182 -~ 0.00200
08 2.23152 2.22554 -0.00598
12 3.33350 3.32072 -0.017339
1.6  4.-97968 4.95303 - 0.02665
20 743878  7.38906 - 0.04972

VI3 Metods Runge - Kutts (RK) |
Metoda RE merufakan metoda fargka’: &W[ 5oy lebh
teliti diband:‘ncgkan metoda Euler.

Semusg metoda AK dapat ditulss sebﬁaz'.—
giu 3% zy: = ‘A ¢(xi’yt’6)
dirnans G(x;,y,, b) disebut jxrgu‘ ipenaméo/:
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Metndas RK der?jad dus :

¢ = akl + 6&2
dimena k= f(x;, ;)

k, = f(xgpﬁ, ?f‘fcxi.,yi)_*h-)
- f(xi+ph, gk +y:)
dimens 3,b,p, 1 gkan ditentukan kemudian .

Ditinjou cleret Igylor utk 2veriabel (x.¥) :
Jeerr, yrs) = feep+of cxy) + s‘é (=) * E’-r’-fucz,y) +
7S fy (o) * 3%, =+ O[(irl+isl)]
s ky = foryo+ PG+ kgh £ Gy + O
Pl Yo, d RO R)
A) =y.+h [af(xi,yt) + Bf(xg,yi)] +
B[ phf Geotd = b femn £y )]
Dengan cteret Bylor z
Jieg = I, +12ng.-,;!.- - _73. (i g)
@ cdrhy el [y %]
P h {0z, %) + z"' [fz(z.-q.-J +({C==;.¥.-)f, (%-,x-)]
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A=B - a+b=1, bp=3 ,89=1

Tidak dpt diselessikan karena henya adse 3pes. z/&‘z,
aInu J:/;iu aabaf’ai- Biasanowga -nr:laa;{b ecalah .zlgfazyzn

@ Untuk b=.2’;, a=%1, p=q=1.
=Y h fexi. ¥ b y+hfcx; (C)
5 ‘+ C oy;) +f(x( ’yl f( l)yg))
!;{l-oz ¢ 2[ k__v__JJ

Slope <l xt- Euler utk ﬁﬂ
Slope di 2x;,
“ [:é ire
metods Euler ,
d'adi metoda RK dapaf dypandatg sebagm' metoda Predchlr

- corrector
2. Largkab predictor 4
a. Prakz’ral’on Ji.n ﬁ metoda Euler

b. slope (y') ditibik (®,.s ;iﬂ) adslsh f(’ci,q >5£u)

2. Langkak cozrector ; i
Q. ;n"éu.rg slo,ne Q’) detitek (aeu 36) Jadu ﬂz{a¥£)

b. hibung slope rersho - [stope (2.6) + slpe(29>]/;
. ?n‘tu.rg Y..= % + h x hasil (2.5).

@D Unéuk b:;[) ®=0, P=i=2_f
(yiq = Cy!:+ 'bf(xi+.%h: 3;"'“ %bfczux))
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@ Metods RK berdemﬂ 'ﬁ?a :
Yos = &, + LR [k ok K
ky = fCxisd)
kg‘)((xi""’/z, A %f)/c,)
ky=fexieh, g +2hk,-Bky)

@ Metods RE4 -
h
) cyitzzjif E(k1+2kz+2k3+k4)
=fczt'ayi)

kyr JCmiv 3B, ;v 4Bk,
ks= f(my+ 1, y;+ 20K,)
kq‘—'fcae,w&ﬁ, yz‘-!-;)l(_;)

b) s =Nt _(k + 3k, + 3k 3+ky)

k= fei, %)

k, = f(t,_f- 5{;:3{ +§76/<1)
ky=fCri* 5h, ¥ -fhk,+ hk,)
1<4=f(9c,-_+ f), ¥t 71/(1— ,1/54 ;:ks)
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) yorg Palz‘rg_ banoyak dipakai :
=Y+ L8 [k (2-VE)k, + (20¥ark + %
7(, - f(xi:y;)
kp= fexi+ 3h, y; + Lhk,)
1(3 =f(:ei+2’.h, y, + %(—-u Vz)bkj'q» (z-é)ﬁkz)
k, =f(=ei+ h, J’i“i—é hk, + (“é) hk,)

(ontoh - y’ ’Zf y(o) =2 —)elsak Ycx) = e 2

Y()=e z: 1.648721271.

Dgn RK4 :  f(=y) = 3¥

s fCoted = fo)= fxa

ki [kt $h, dor §0h) < fovta, 1o 4 1.0)
f(5:2)-52-2

’%,-f(xo*zh, Y+ 4 CasVa)hk, + @- )k, )

. 21[1 + i’(—-ul/z")(!)({‘)*(l'r'i'z)(_l)C%)] = 0.64331
&y =f(zo+h,%--y-:_- hk,+ (2+55)hk;)
<4 [1 - é@)( %) + C“i‘i' X2)(0-64331 )]: 0.828125

J@® = y@) + é— [-21 +(2-V2) g + (2+VzXo.bws:) +o.828f25:| = 1.bqaq375
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VZ.y. Algoritma "edictor- Grrectar’ YLz
@ Metoda [arﬁfcah megjemuk berdasarkan rumus 'mf?rasi.

Secdra umum metoda i mergin&grmi PDR pudsa wterval

[%ots 555, ] =68
3= fe=. )
i j;i f ;C:jao dx
e i Live
Fise ~ Doz 4 Jeeyydx
Xi-k = ¥:
f(=,y) didekati polinomisl dersjad r, ¢cac.) - 3:_9 Gﬁa‘:

» Iniegrasi lerbuks & beda £er6a§é. mundur merﬁﬁmi lkon :

U‘niuk ,{30, p ot

oo = 3 * 2 (Sf-59f +7f-of,)  O)
Untuk k=1, 6r=1:
Yiew = Hiy* 2]:'}; och?)

Untuk k=3, r=3:
s
Yoo bt B Chfuv i) @) O
Untuk k=5 r=5
3
Fioa™ Siny * OB (Ufi~ 1y 26y 4f; 21 ) OB
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@ Integras: iez'ﬁufup & beda terbagi mundur menjads :
U.nﬁ k=0,r=3 , J J

h s
St ndo 2 O 8fy- o, i) och"

Untuk k=1,1"=3
Sor=di 2, e+ f) T Ok

LGtuk k' 3, % g ==5
h 7
(yi*l = (yi-s * % (71( i+1 o 3th * ’2)({,-; ’ 32f;'..2+ 7)(5.3) O(h )

® Kesulitan metoda largl-ah mg.iemuk adalsh pads szt per-
mulssn vy. , belvum &rha‘ﬁurg sehirwa horus di bifuné ?n

cara Iain:y:::salkan medods Euler.

@ Dari hasil ki atss tampak babwa inéegrasi terbuka mernbe-
rikan rumus eksplisit --}sefvirwa fxiéurgan tidak mengquna-
ken iterss: . Im’:e(grasi tertu éup -rnergf)asi Uean Tumus szb'-
sit sehinﬁa membutuhkan titerast

- ]ﬁlaupun merggum/can iteras! , inteqrasi tertutup lebih di-
sukai karena ketelz‘éianntya Zebz.‘teg\‘:iwi : P
Cortoh :

Psoda (I) kesalshan : g ’)5;{«)(;) ;.5 < ; £ Loy
() kesalshan : -9—:)55}(4)(;) - S {(g $p
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® Rumus Adam - Bashforﬂ: (eksplisit)
o Yo = Yo hY, +£6°Y )

& Xn; = .YI-I : 2 [‘3Yn'_ Y‘n:f] N ghs Y(”(;n)
s YooY+ E[nY-wY 57, ]+ 24TNR,)

4. Yr.nz: r; = }% [55}::“59};:1 *3?Yr.):z -9}:-'3] L %;‘sﬁi)

® Rumus Adam-Moulton ( implisit)
r Y, =Y +4Y -850

2 You= Yo+ 2[Y,, - ]-28°Y 23

s Yo=Y+ 2[Y, 1872, ]- £5TY 3,

t Yo~ Yo PRl nt sl . Y 0N- 2 YO8 )
» ritma ‘predictor- corrector’

Rumus A-M membutubkan penyelessian iterast , sedongkan
rumus A-B Lidsk | ﬁetapi A-M ketelt‘tianrga lebi A fzw{ )
Jkgé‘oritma predictor - corrector’ berusaha ‘merwabu@-

keuniun(?an kedus rumus distss, sbb :

a. gunakan rumus A-B utk memprakirakan KNI
(predictor : rumus A-B)

b. ;lifung X; .y emaket Tumus A-M fanpa iterast

dgn memakat nilsi Y, , deri & (corrector :
rumus A-M)
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Contah :
1. A-B-M densy'ad 4: .
a. predictor : A-B
an-u. N gn+ i% [55)(”" 59£)-1+ 37‘{77-2 -9 n-_a]
b. corrector : A-M

%,4.1- “on" % [an+z+ I-9fn -ane1+ff’“2]

2. rumus Milne dereyad 4:
a. Predicécr .

4h
Ires " Jn-;; T (zfn 8 357-1+ 2fn—2)
b. corrector :

%
der = e 3 (fma b qfn +fn-1)

Contoh penggunaan :

d
d_.i-%gzo ye)=1 —\.)hiiurg Jar= ?

Enye(esaian : |
J= 2{1 -)f(x,y)=2’iz Gatotan : solusi eksak Y =€

Dv.a-rnbtl ;! = 0.2

Euler cymz =y + }:‘61 _
- ) yi f(’ci,}(g)

n-3 ©0.00 1.0000 0.5000
n-2 025 11250 05625
n-1 05 12656  0.6328
n 0.75 1.4238 0.7113
n+1 100 1.6018 0.8009
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SAEA G Bt g [ ot Ty

“dn* [55 (0-7119) - 59(0.6228) + 37 (0.5625) -
9(0.50)
= 1.4238 + 0.18887 = 1.6123 (predictor)

® A-B-M-q:
= lxI.GI2.7= 0.8063

= .’.
fnu 2 mf-z 2

gnu (yn Iq [an-u 5'{'0 -1 f -2]

= 14238 + =22 pas [9(0 8063) +19(0.7119) - 5(0. 6328)
'{ -+ 05625]
= 14238 + 0.189y = 1.6132 ( .Pred:'cfor- corredor)

Itergsy 2 : £)+1 = ‘-é'-x 1.6132 = 0.8066
Ineg = 14238 + 9;__5. [SCO,BQGG)-!- {9(0.71;9)_5@,6323)

+0.5625]
= 1.613216
Tterasi 3: fmx = 0.8066
= 1.613217.

Ines

Terasi 9: fr;ﬂ = 0.80661

Iney = 1-6132127.

Tormpak bahwa algoritma 'pz-edictor- corrector’ sudsh men-
Cukupi dibandiig %n iterast
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Tabel has

x en
Q.00 2.0000
0.25 1.13315
0.50 1.28403
075 145499
1.00 1.648p
Untuk latihon -
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Euler A-B-4  A-B-M-4
1.0000 - -

1.1250 ot -
1.2656 - "
1.4238 - ¥ -
1.6018 1. 6127 2.6132

-2.646% -85  -21547

hiturg YC2= ? dgn h=0.12%5 bandingkn
agn;gsi%lf'::o.zg_as i
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